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HALMAZOKNAK RÉSZHALMAZOKKAL VALÓ BEFEDÉSÉRŐL 
írta: SZÉP JENŐ 
A csoportok, félcsoportok és gyűrűk elméletében többen foglalkoztak 
olyan problémákkal, amelyek a nevezett struktúráknak részstruktúráikkal való 
befedésével kapcsolatosak. Ezekben a vizsgálatokban többek között olyan 
befedések is szerepelnek, amely befedések a befedő komponensek sorrendjé-
től eltekintve egyértelműen vannak meghatározva. Minthogy valamely struktú-
rának részstruktúrákkal való befedése olyan jellegű „felbontás", amely egész 
általánosan tetszőleges halmazok esetében is értelemmel bír (valamely hal-
maznak bizonyos részhalmazokkal való befedése), ezért kézenfekvő a gondolat, 
hogy a különböző struktúráknál mutatkozó felbontás és egyértelmű felbontás 
tekintetében egy közös alap után kutassunk. 
Az alábbiakban néhány elegendő feltételt mutatunk be halmazoknak 
bizonyos részhalmazokkal való befedésére és egyértelmű befedésére. A kimon-
dott tételek és a bizonyításuk megértéséhez a halmazelmélet elemeiben való 
csekély jártasság már elegendő, ezért alkalmas lehet arra, hogy a főiskolai 
oktatásban szemináriumi, vagy tudományos diákköri anyagként is felhasznál-
ható legyen. 
Legyen H tetszőleges elemekből álló véges, vagy végtelen halmaz. Ha 
egy A halmaz minden eleme H-ban van, akkor /l-t H részhalmazának nevez-
zük és így jelöljük: A ^ H . Az AczH viszony valódi tartalmazást jelöl. Két A 
és B halmaz közös elemeinek (metszetének) halmazának jelölésére az A n B 
(Ar\B lehet üres is), egyesítési halmazának jelölésére pedig az A u B jelölést 
használjuk. Több A
x
 halmaz (ahol % átfut valamely véges, megszámlálható, 




Egy H halmazról akkor mondjuk, hogy az 
(1) Az 
(ahol x átfut valamely 2 indexhalmazt) halmazokkal befedhető, ha H bármely 
eleme "az (1) alatti részhalmazok legalább egyikében megtalálható, azaz fennáll 






 részhalmazokat a befedés komponenseinek nevezzük. Ha H nem üres 
halmaz, akkor a komponensek közül az üres halmazok törölhetők anélkül, 
hogy a befedés ténye megváltoznék. H befedését valódinak nevezzük, ha a 
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befedés egyik komponense sem egyezik meg H-val, továbbá minimálisnak 
nevezzük, ha a komponensek közül egyik sem törölhető, azaz a kompo-
nensek közül bármelyiket elhagyva a visszamaradók már nem fedik be H-t. 
Jelölje A a H részhalmazainak (nem szükségképpen mindegyiknek) vala-
milyen tulajdonságát. Egy A tulajdonságú halmazt röviden A-részhalmaznak 
nevezünk. Egy H halmaz (2) befedéséről akkor mondjuk, hogy A-befedés, ha 
a komponensek mindegyike A-tulajdonságú. Végül egy A halmazról akkor 
mondjuk, hogy A-irreducibilis, ha nincsen (részhalmazokkal való) valódi 
A-befedése. 
Ezekután tekintsünk egy olyan H halmazt, amelyben bármely két A-rész-
halmaz közös része is A-részhalmaz (az üres halmazt megállapodásszerűen 
A-halmaznak tekintjük). Egy ilyen halmazt //¿-val jelölünk. 
Érvényes a következő 
1. Tétel. Tekintsünk egy H
A





a HA halmaznak A-irreducibilis komponensekből álló minimális A-befedése, 
akkor HA ilyen befedése a komponensek sorrendjétől eltekintve egyértelműen 
van meghatározva'. 
Bizonyítás. Tekintsük a H
A
 halmaznak két felbontását, amelyek eleget 
tesznek a tétel feltétéleinek 




 =-• U A'
x te* 
ahol H és 2' egy-egy indexhalmazt jelöl, amelyet a ill. % átfut. 
Megmutatjuk, hogy a (3) befedés bármelyik komponense megtalálható 
(4)-ben és viszont. 
Tegyük fel ugyanis, hogy i4e(o£2") nem komponense (4)-nek. Tekintsük 
Ae-nak (4) komponenseivel való n A'X = BX (% metszeteit. A Bx hal-







 A-irreducibilis, ezért az (5) befedés nem lehet valódi. Van 
tehát (5)-ben egy B
a
. komponens, amelyre 
A
Q
 = B ^ K ( á t -
igazoljuk, hogy A
g
 = A'a. Ugyanis, ha A
e
czAa állana fenn, akkor A'„ 
nem lehet része (3) egyik komponensének sem, sőt meg sem egyezhet vala-
melyikkel, mert ekkor (3)' befedés nem lenne minimális (azaz j4p törölhető 
lenne (3)-ból). így azonban yC-nak a (3) komponensekkel való metszeteit 
képezve,^-nak egy valódi befedése kell előálljon, ami ellentmondáshoz vezet, 
hiszen A'a- A-irreducibilis. Ezzel igazoltuk, hogy (3) minden komponense meg-
található (4) komponensei között. Hasonlóan mutatható meg, hógy (4) bár-
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melyik komponense megtalálható (3) komponensei között. Ezzel az 1. tételt 
bebizonyítottuk. 
2. Tétel. Ha egy H
A
' halmaznak van minimális A-befedése: 
(6) , " ' / / a U A X . 
z e s • • 
továbbá, ha (6)-ban létezik olyan komponens, hogy 
(7) • 5 = U {В г пА с ) ^А в ( х Ф 9 
akkor ЯА minden olyan ^részhalmazának is van minimális (legfeljebb egy 
komponenstől eltekintve) A-befedése, amelyre T^\ZAX fennáll. 
Bizonyítás. Tekintsük a T részhalmaznak a-(6) komponensekkel való 
metszeteit. Ezek T-nek egy A-befedését adják. 







Megmutatjuk, hogy (8) befedése • minimálissá tehető. Ehhez először azt 
mutatjuk meg, hogy (8) minden törölhető komponense része S-nek. Ugyanis 
ha B
a
 (a £ 2 ) (8)-ból törölhető, ez azt jelenti, hogy B
a
 (6)-nak legalább két 
komponensében megtalálható és így B
a
 ^ S. Minthogy a (8)-ból törölhető B<, 
A-halmazok egyesítési halmazára fennáll U -Ba-^S ezért (8)-bán 
a nem törölhető halmazokhoz legfeljebb az U B
a
 halmaz hozzávételével. T-nek 




maz. Ezzel a 2. tételt is igazoltuk. 
Legyen H
k
 egy halmaz, amelynek van olyan 




 n Ai = D fennáll bármely két indexre, 2) . 
A D halmaz speciálisan lehet az üres halmaz is. Az ilyen befedést D magú 
A-befedésnek nevezzük. Ha a #A halmaz valamely A részhalmazának nincsen 
D magú valódi A-befedése, akkor A-t a D magra nézve Á-irredücibilisnek 
nevezzük. Az 1. tétéi bizonyításában követett gondolatmenettel igazolható a 
következő. * 
3. Tétel. Ha egy HA halmaznak van minimális D magú A-befedése 
(Д сЯд ) és a befedés valamennyi komponense a D magra nézve A-irreduci-
bilis, akkor a befedés a komponensek, sorrendjétől eltekintve egyértelműen 
van meghatározva, azaz //д-пак nincsen két különböző D magú minimális 
A-befedése. 
4. Tétel. Legyen egy H
A
 halmaznak 




egy minimális A-befedése és 
(10) я А = и л « 
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egy A-irreducibilis A-befedése. Ekkor 2' számossága nagyobb vagy egyenlő 
mint 2 számossága. 
Bizonyítása. Tekintsük (10) egy tetszőleges A'
v
 (p £ 2') komponensének a 





bilis komponens, ezért a befedés nem lehet valódi és így A'
e
 része (9) vala-
melyik komponensének. így (10) minden egyes komponense megtalálható 
(9) valamelyik komponensében. (9)-nek viszont nem lehet olyan komponense, 
amelyik (10) egyetlen komponensét sem tartalmazza, ugyanis ez akkor töröl-
hető lenne (9)-ből, ami ellentmond annak, hogy (9) minimális befedés. Ezzel 
állításunkat igazoltuk. 
A 4. tétel következménye. Legyen (9) és (10) véges sok komponensből 
álló befedés. (9)-ben a komponensek száma legyen n és. (10)-ben m. A 4. 
tétel szerint m ^ n . Ha m = n áll fenn, akkor a (10) befedés egyszersmind 
minimális. Ugyanis ha (10)-ből az egyik komponens elhagyható lenne, akkor 
m — 1 >n miatt ellentmondáshoz jutnánk. 
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О ПОКРЫТИИ М Н О Ж Е С Т В ПОДМНОЖЕСТВАМИ 
Е. С е п 
В случае специальных алгебраических систем (групп, полугрупп, колец) были 
проведены другими исследования относительно покрытия упомянутых систем подсисте-
мами. Эти работы побудили автора к поискам за теоретико-множественные теоремы 
покрытия во всей общности. 
Мы говорим, что множество Н покрывается подмножествами 
(1) Ах • 
где % пробегает некоторое множество индексов, если любой элемент из Н содержится 
хотя бы в одном из подмножеств в (1), т. е. если имеет место 
(2) Я = и Ах. 
Подмножества А х будем называть с о с т а в л я ю щ и м и покрытия. Покрытие назовем 
и с т и н н ы м , если все составляющие отличны от Н, и м и н и м а л ь н ы м , если ни одна 
из составляющих не может быть опущена. 
Обозначим через А какое-нибудь свойство подмножеств множества// (не обяза-
тельно всех). Множество, обладающее свойством А, назовем коротко А - м н о ж е с т в о м . 
О покрытии (2) множества Н будем говорить, что оно А-покрытие, если все его 
составляющие — А-множества. - Наконец, множество Н назовем А - н е п р и в о д и м ы м , 
если оно не имееет истинного А-покрытия. 
Рассмотрим после этого такое множество Н, 'в котором пересечение любых двух 
А-подмножеств является тоже А-п од множеством (пустое множество условимся считать 
А-множеством). Такое множество обозначается через / /А . 
Имеют место следующие теоремы : 
Т е о р е м а 1. Е с л и 
м и н и м а л ь н о е А - п о к р ы т и е м н о ж е с т в а Н А , с о с т о я щ е е - и з А - н е п р и в о д и -
мых с о с т а в л я ю щ и х , т о т а к о е п о к р ы т и е м н о ж е с т в а Нк о п р е д е л е н о с 
т о ч н о с т ь ю п о р я д к а с о с т а в л я ю щ и х о д н о з н а ч н о . 
Т е о р е м а 2. Е с л и м н о ж е с т в о Я д и м е е т м и н и м а л ь н о е А - п о к р ы т и е 
(3) ЯА= [] А . ' • 
и в (3) и м е е т с я т а к а я с о с т а в л я ю щ а я ,. для к о т о р о й и м е е т м е с т о 
(4) • 
т о в с я к о е т а к о е п о д м н о ж е с т в о Т м н о ж е с т в а НА, для к о т о р о г о ТС^-Ах 
тоже имеет минимальное А-покрытие (с точностью до одной составляющей). 
Т е о р е м а 3. Е с л и м н о ж е с т в о //д и м е е т т а к о е м и н и м а л ь н о е 
п о к р ы т и е 
На=[)А 
д л я к о т о р о г о А^П = О (х Ф 0 . но н и о о д н а и з с о с т а в л я ю щ и х не 
о б л а д а е т т а к и м с в о й с т в о м , т о п о к р ы т и е о д н о з н а ч н о с т о ч н о с т ь ю 
п о р я д к а с о с т а в л я ю щ и х . 
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Т е о р е м а 4. П у с т ь 
Я А = И А 
я в л я е т с я м и н и м а л ь н ы м , а 
Я А = И к • 
н е п р и в о д и м ы м А - п о к р ы т и е м м н о ж е с т в а Н А . Т о г д а м о щ н о с т ь 
б о л ь ш е и л и р а в н а м о щ н о с т и X 
С л е д с т в и е и з т е о р е м ы 4. Если числа составляющих в обоих покрытиях 
конечны и равны друг другу, то покрытие Я д = и А'а является также минимальным. 
' 
Ü B E R D I E B E D E C K U N G VON M E N G E N M I T U N T E R M E N G E N 
von 
J. SZÉP 
I m Fal l von speziellen algebraischen Strukturen hatten sich mehrere Ver-
fasser . m i t gewissen Bedeckungsproblemen beschäftigt. Diese Probleme hatten 
uns den G rund geboten nach ganz allgemeinen mengentheoretischen Bedeckungs-
sätzen zu forschen. 
Eine Menge H ist mi t den Untermengen 
(1) 
dan bedeckbar (% durchläuft irgendwelche Indizesmenge -5"), wenn jedes Element 
von H in einem von (1) vorkommt, das heisst gilt 
(2) 
Die Untermengen A% sind die Komponenten der Bedeckung. Die Bedeckung (2) 
von H ist eine echte Bedeckung, wenn keine Komponente von (2) m i t H gleich 
ist, ausserdem ist eine m in ima le Bedeckung, wenn man keine Komponente in (2) 
streichen kann. 
Es bezeichne A irgendwelche Eigenschaft der Untermengen (nicht notwendi-
gerweise jeder Untermenge) von H. Eine Menge m i t A-Eigenschaft i s t eine 
A-Menge. Die Bedeckung (2) ist eine A-Bedeckung, wenn jede Komponente die 
A-Eigenschaft hat. Endl ich nennt man eine Menge A-irreduzibel, wenn sie keine 
echte A-Bedeckung hat. 
Es bezeichne H A eine Menge, in der der Durchschnit t von zwei A -Unter-
mengen wieder eine A-Menge ist. 
Es gelten die folgenden Sätze: 
Satz 1. Ist 
H A = I M . 
« e r 
eine m in ima l e A-Bedeckung von HA m i t A-irreduziblen Komponenten, dann ist 
die Bedeckung (von der Reihenfolge der Komponenten abgesehen) eindeutig 
bestimmt. 
Satz 2. Ist 
H A = U А 
xez x 
eine m in ima le A-Bedeckung von HA , existiert ausserdem in (3) eine Kompo-
nente Aq (p £ 2) m i t 
(4) S = U <AznAd-At 
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so hat jede Untermenge T von H A eine m in ima le (höchstens von einer einzigen 
Komponente abgesehen) A-Bedeckung, für die T CC A x gilt. 
Satz 3. Hat H A eine m in ima le A-Bedeckung 
H A = U A X xez * 
für die Axf~l A( = D, (z# f) für jede %, ¿"gilt, aber keine von der Komponenten 
eine solche Eigenschaft hat, dann ist die Bedeckung (von der Reihenfolge dér 
Komponenten abgesehen) eindeutig bestimmt. 
Satz 4. Es sei 
H A = U AV 
¿J 
eine m in ima l e A-Bedeckung von H1^, und 
H a = u K 
eine A-irreduzible A-Bedeckung von H A . Dann ist die Mächt igkei t von T 
grösser (oder gleich) als die Mächt igkeit von 2 . 
Ein Korol lar des Satzes 4. Ist die Anzah l der Komponenten endlich und gleich, 
miteinander, dann ist die Bedeckung H A = U A ^ zugleich m in ima l . 
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